Etude statistique du facteur premier médian, 2 : lois locales

Jonathan Rotgé

Abstract

We estimate the local laws of the distribution of the middle prime factor of an integer, defined
according to multiplicity or not. An asymptotic estimate with effective remainder is provided
for a wide range of values. In particular this enables to precisely describe the phase transition
occurring in the relevant distribution.

Résumé

Nous évaluons les lois locales de la répartition du facteur premier médian d’un entier, défini
en tenant compte ou non, de la multiplicité. Une formule asymptotique avec terme d’erreur
effectif est fournie pour un large domaine de valeurs. En particulier, cela permet de décrire
précisément la transition de phase qui s’y opére.

1 Introduction et énoncé du résultat

1.1 Description et historique du probléme

Depuis les travaux fondateurs de Hardy et Ramanujan [5], la répartition des facteurs premiers des
entiers constitue, au sein de la théorie probabiliste des nombres, un domaine privilégié d’investiga-
tion.

Pour tout entier naturel n > 2, posons

w(n) = Z 1, Q(n) = Z k,
pln P¥|In

et désignons par {q;(n)}1<jcwm) (resp. {Q;j(n)}1<j<am)) la suite croissante des facteurs premiers
de n comptés sans (resp. avec) multiplicité. Le théoréme d’Erdés-Kac [2] stipule que, pour v €
{w, 2}, la relation asymptotique

%Hn <z:v(n) < log2$+t\/@}‘ =®(t) +o(1) (v — o0),

ou ®(t) := ffoo e™v/2 dv/+/27 désigne la fonction de répartition de la loi normale, a lieu uniformé-
ment en t € R, et Rényi et Turan [14| ont fourni une évaluation optimale du terme d’erreur. Ici et
dans la suite, nous notons log;, la k-iéme itérée de la fonction logarithme.
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Erdds [3] a énoncé en 1946 une loi du logarithme itéré impliquant que, si £(x) — oo, 'encadrement

[logy gj(n) = j| < (1 +2)v/2jlogzj  (£(x) < j < w(n))
est valide pour tous les entiers n < z sauf au plus o(x) exceptions : voir [4, th.12| pour une
démonstration.

La littérature contient de nombreuses variations sur le théme de la répartition usuelle des g;(n).
Mentionnons, & titre d’illustration, que des développements ultérieurs ont permis de 1'utiliser pour
fagonner un modéle du mouvement brownien : voir notamment Manstanavicius [9], [10], [11].

Plusieurs travaux récents portent sur I’étude du facteur premier médian

n n Si V= w’
pm,y(n) = q|—w( )/2-'( ) '
Qram)/2)(n) siv==Q.

Améliorant une estimation de De Koninck, Doyon et Ouellet [6], McNew, Singha Roy et Pollack
[13] ont ainsi obtenu I’évaluation uniforme en ¢t € R

{logg x}*/2

1
(1.1) —Hn < 2 :10gy P,y (n) — 3logy z < ty/log, m}‘ = ®(2t) + O( N
08y T

X

) (x > 16).
Ils montrent également que, avec la notation 7 := %(1 + \/5),

12 St = dnsto {1 v 2)

otl la constante Aqg =~ 0,414005 ! est précisément définie. Pour certaines plages de valeurs du para-
métre p, ils proposent en outre une formule asymptotique pour les lois locales

n<e

Ma(z,p) = {n <z :pmaln)=p} @B<p<La).

Dans la série d’articles dont le présent travail constitue le second volet, nous nous intéressons a
certains problémes laissés ouverts. Dans [16], nous montrons que, pour v € {w, Q}, le terme d’erreur
optimal de (1.1) est < 1/4/logyx, et que cette valeur est optimale. Dans [15] nous obtenons le
développement asymptotique

(1.3) Z 10g P, (n) = Ayw(logx)l/n{l + Z R O(W)} (x = 3),

valable pour tout .J € N fixé et ot A, et la suite réelle {c, ;}cn* sont précisément définies. Comme
¢y1 # 0, la troncature de (1.3) au premier ordre fournit une formule asymptotique avec terme
d’erreur optimal < 1/log, x, améliorant ainsi significativement (1.2).

Dans cette seconde étude, nous nous proposons de préciser et de généraliser les résultats concernant
les lois locales. Il s’agit donc d’évaluer, dans ’ensemble du domaine log, p =< log, =, les quantités

M,(z,p) = {n<z:pmy(n) =p} (ve{wQ},3<p<a).

Nous verrons que le cas v = ), seul considéré dans [13], est de difficulté technique trés supérieure au
cas v = w. Ce phénoméne remarquable tient & I'influence des petits facteurs sur la taille du facteur

1. Dans [13], les auteurs indiquent approximation numérique Aq =~ 1,313314, qui est erronée.
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premier médian. Leur présence ne perturbe significativement la croissance de la suite des facteurs
premiers que s'ils sont comptés avec multiplicité. Ainsi, le comportement de M, (x, p) s’avére régulier
dans toute la zone log, p < log, =, mais celui de Mq(x,p) présente un changement de phase autour
de la valeur critique 3, := (logy p)/logy x = %

Alors que le travail [13] ne fournit pas d’estimation pour Mgq(z,p) lorsque |8, — 3| < &, nous
nous sommes particuliérement attachés a décrire précisément la transition de phase. Hors de cette
zone critique, nous proposons une amélioration significative des termes d’erreurs relatifs obtenus
dans [13]. Les résultats relatifs au cas v = w sont par ailleurs nouveaux.

Mentionnons enfin que McNew, Pollack et Singha Roy [13] considérent plus généralement le facteur
premier a-positionné défini par pgza) (n) == Qranm)] (0 < a < 1). Nos méthodes sont adaptables
sans difficulté & ce cas. Nous avons préféré restreindre 1’étude au cas a = % afin de préserver la

clarté d’exposition et éviter la prolifération de détails techniques sans intérét théorique.

1.2 Notations

Dans toute la suite, les lettres p et g désignent des nombres premiers. Notons « la constante
d’Euler-Mascheroni. Définissons alors

e“/ZH(l—}Y(l—i— : ) (v=w, z€C),

5, (2) q q—1
v z) = 1 z z —1
N (1—7> (1— > v =0, Rz < 2),
(1.4) 1;[ p . ( )
1
Ho(2) = (1-32)Hal(z) (Rz<3), bh:=3H5(2) =17 ][] (1 + 7) ~ 1,201304.
e q(q —2)
Notons a, :=0si v =w, a, := % si v = (), définissons
J’CV(Z) e /% 3 366—7/2
v(2) = —————+— 2), = —2 Ré 12) = ———,
s fu(2) T+ 1/7) (0<Rz<2) ¢ 7 Rés(fa;2) NG
. ) ;
ov(v) = W (al, <v<l,w:=+/(1 —v)/v),
et posons
logy p 1 1
1. = = z = , =0,—z <p< o).
(1.6) Bp Bp(x) log, oy € logy op Bp 5 B<p<)
Notons d’emblée que
p=clen™  _Lcs <4 (3<p<a)
Désignons par P ’ensemble des nombres premiers et considérons le domaine
(1.7) De = {(z,p) € [3,00[x P: elos2)® <y < gllog®)'™* b (0<e<3).
Posons, pour 3 < p < z,
Ve |0p[° €
9:{ =& —— % = x 5 fﬁ = 5,
| = e+ 5 [0z )7 2= /s + - 1S 5
18 1(1 - 3v) si0<v<a emax(v0)2/2 oo,
() =12 ] S U(v) i= ——rn— e 112 qt.
1-2y/v(l—-v) sia, <v<l1, V2m v
Nous avons ainsi
W)= o+ 0() (o) Tw)=3+0w) (©-0)
V21 v3 ’ 2 '



4 Jonathan Rotgé

1.3 Reésultat principal

Notre objectif est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 1.1. Soit 0 < e < % Sous la condition (x,p) € D¢, nous avons uniformément

{1 + O(gm)}é’w(ﬁp)x
p(log )7+ (5p)  /log, z

{1+00)} ez {1+0%R)} cz(logp)?/?
p(log z)12Bp) py/log = (6, < —/10e, logg z),

Mw(l‘,p) =

(1.9) Mgq(z,p) = {1+ 0()} eal (50, /125/ca) (—/10ez logg z < 9 < 53/5)

)
p(log z) (%) v
{1+ 00%)}oa(5,)

p(log :L')’YQ (Bp) , /10g2 x

Remarques. (i) La fonction yq est de classe C! sur ]0, 1].

)

(6p 2 5925/5)-

(ii) Il est & noter que Mq(z,p) > M, (z,p) pour 5, < % Cela refléte la disparité de I'influence des
petits facteurs premiers mentionnée au paragraphe 1.1.

iii) Dans le domaine 9§, < —4/10e, logs x, nous avons Ry < /e,.
P 3

iv) A la frontiére 6, = —+/10e, logs x, nous avons

(iv) p g3

Ry = (logs m)3/2\/§ = MRy (logs x)z.

(v) Au point critique 3, = %7 Nnous avons

{(1+0(/z)} cx

2plog p

Mafe.p) - (>3, 2= closr))
(vi) Dés que 6, > 1, nous avons Ry < R3 < ., améliorant ainsi le résultat principal de [13].
(vii) Un ingrédient essentiel de la preuve du Théoréme 1.1 est 'estimation uniforme de la quantité

1
Pt(n)<y
Q(n)=k

obtenue en (3.8) et qui généralise et précise un résultat récent de Lichtman [8].

Nous démontrons la formule (1.9) en trois étapes. Au Théoréme 4.2, nous estimons Mq(z, p) pour
des valeurs de 3, satisfaisant & la condition |6,| > |/e;. Le Théoréme 5.3 fournit une estimation

analogue dans le domaine |J,| < ¢ / s . Enfin, a la section 6, nous optimisons le terme d’erreur dans
'intersection des domaines de Vahdlte des formules (4.17) et (5.10).

Remerciements. L’auteur tient & remercier chaleureusement le professeur Gérald Tenenbaum pour
I’ensemble de ses conseils et remarques avisés ainsi que pour ses relectures attentives durant la
réalisation de ce travail.
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2 Domaine de contribution principale

Posons

1 si »(n) =p,
Xvp(n) = { .pm, ()= B<p<n<u),
0 sinon,

de sorte que

(2.1) My (z,p) =Y xup(n).

n<e

Ce paragraphe est consacré a mettre en évidence une plage de valeurs de v(n) dominant la som-
e (2.1). Nous aurons usage des deux lemmes techniques suivants.

Lemme 2.1 [15, lemme 2.1]. L’estimation

kxlogx

(2.2) E 1« ok
n<x
Q(n)=k

a lieu uniformément pour k > 1, x > 2.

Posons
(2.3) Qv) :==vlogv—v+1 (0<v<1).
Lemme 2.2 [12, lemmes 4.5 et 4.7]. Sotent 0 < a <1 <b. Pour v > 1, nous avons

,UTL ev(lfQ(a))
24 — <
(24) nga:v S (1 —a)y/av’

Un \/Bev(l_Q(b))
(25) 3o U Vbt

nt (b—1)v2mv

n=bv
Soit W_; : [-1/e,0[—] — oo, —1] la branche négative de la fonction de Lambert, réciproque de la
fonction z — ze?, de sorte que w(t) := ! *W-1() est 'unique solution dans |0, 1[ de w(logw—1) = et

pour ¢t €] — 1/ e,0[. Posons alors

ke (V) ::w(6 o v)) (O<€<%,5<v§l—a).
e

Ainsi k.(8,) est I'unique solution dans |0,1[ de I'équation v(1 — logv) = 24/8,(1 — 3,) — €. La

fonction . est concave sur [e,1 — ¢] et atteint son maximum w({e —1}/e) <lenv =1

5
Définissons encore, pour 3<p <z, 0<e < %,

o . v(n) 2
Ave(p) = {n <@ ihe(By) < 0 < 1og2}'

Lemme 2.3. Soit 0 < e < % Sous les conditions x = 3, € < B, < 1 — ¢, nous avons uniformément

(2.6) Z Xvp(n) < °

Y (Bp)te”
ne(l,x)NAv.(p) p(IOg I‘) !
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Démonstration. Une application de (2.2) avec k := |2(logy x)/log 2| fournit

1
(2.7) Z Xvp(n) < Z ]« 20827

plogx
n<x d<z/p
v(n)>2(logy x)/ log 2 Q(d)>|2(logy )/ log 2] —1

Cette majoration est compatible avec (2.6).
Par ailleurs, d’aprés I'inégalité de Hardy-Ramanujan nous avons, pour une constante positive cg
convenable,

10g2$+60)
1< >3 k>1).
Z —1)!10gx (z>3 )

n<T
w(n)=k

Puisque k. (8,) < w({e —1}/e) < 1 pour 0 < e < 3, e < B, < 1 — ¢, nous obtenons par (2.4)

-1

x log, z)*
2 wwls 3 < > T

og T
n<x d< k<ke(Bp)l
(2'8) v(n)<ke(Bp) logy w(d)gng(xﬁglo&x welBe)loga o
T
< p(]og x)Q(“E(/Bp))’

ou @ est la fonction définie en (2.3). Puisque k. (8p) est 'unique solution dans ]0, 1] de 'équation
v(1l —logv) = 24/Bp(1 — Bp) — €, nous obtenons que le membre de gauche de (2.8) est

X
1-24/Bp(1—PBp)+e

(2.9) <
p(log z)

En regroupant les estimations (2.7) et (2.9), nous obtenons l'estimation annoncée étant donné que
() <1—=2/v(1l—-v) (0<v<l). O

Nous scindons 'étude de la somme (2.1) selon la parité de v(n). Posons ainsi

MV,L(‘Tap) = Z XV@(”)? MV,W(xap) = Z Xl&p(n) (3 <SP < .CC),
V(n);f(ilod 2) V(n)En()g(Ialjlod 2)
(2.10) Boplwy)= Y 1 (k=13<y<a)
n<e
P~ (n)>y
v(n)=k

Dans la suite, nous travaillons essentiellement sur la somme M, ,(z,p), plus commode pour les
calculs, et précisons les résultats analogues concernant la somme complémentaire M, (x,p) lorsque
cela est nécessaire.

Rappelons la définition de D, en (1.7) et posons, pour 0 < & < %,

u75(337p) = [%’Qa(ﬁp) IOgZZE - 1, 10g2 10g2 ‘7:] Rj— ((mJ)) € fDé)v

(2.11) M an) = Moo= Y 2 wu(Sn).

keJe(z,p) a<z/p
Pt (a)<p
v(a)=k
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Proposition 2.4. Soit 0 < e < % Nous avons ’estimation

(212 A@@@zM@@m+oQ®M;%m><@@e®J

Démonstration. En représentant tout entier naturel n > 2 sous la forme n = apb ot p = py, (1),
Pt(a) == quuw(a) < p, P7(b) = qum)w(a) > p avec la convention P*(1) = 1, P~(1) = oo et
v(a) = v(b), nous obtenons

UNCEEED SHED VI SIETD SENND DI W1 cato]

k<(logz)/logd a<z/p b<z/ap k<(logz)/log4 a<z/p
P*(a)<p P~ (b)>p P*(a)<p
v(a)=k v(b)=k v(a)=k

Par ailleurs, une application de la majoration (2.6) fournit

My,b($7p) = Z Xl/,p(n) + Z Xu,p(n)

n€Ay.(p) ne[l,x)NAv.(p)

=Mamm+o(

X
p(log )12 Bp(lﬂp)+e>’

ce qui fournit estimation annoncée puisque v, (v) <1 —2/v(l —v) (0 <v < 1). O

3 Estimations liées aux lois locales de v(n)

Posons, pour t e R, 3 <y < x,

_logx t—1 e 7F

=gy’ Taty ho(z) == I

(3.1) U= Uy : Tt D)

= ogu’ (z € C).

L’énoncé suivant fournit une estimation de ®, 1 (z,y) lorsque k € J-(z,p).

Théoréme 3.1 [15, th. 3.2]. Soient 0 < a < b deux réels fizés. Sous les conditions
©23, a<rop,<b 0V <y,

nous avons uniformément

k—1
et ol

Nous aurons ensuite besoin d’estimations précises pour la quantité

<I>V,k’ (ZL’, y) =

1
)‘V(kay) = Z - (y = 35 k = 1)7

n
P*(n)<y
v(n)=k

dans différents domaines de valeurs de k. Notons également, pour n € N*,
YJ
0<jsn

et rappelons que ® désigne la fonction de répartition de la loi normale. Nous aurons besoin du
lemme technique suivant fournissant des estimations de P, (v) selon le rapport n/v.
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Lemme 3.2. Soient n € N, v > 1. Notant p := n/v, nous avons les estimations

n

(3.2) Pn(v)zﬁ{l o(- i }2)} (o< 1),

(3.3) Po(v) = ¢’ {@<”\%’> + 0(%)} (0=1,n30),

0e Q)
3.4 Pov) = d140( V2 T2 > 1).
(3. s =e{1+o(Y2 T s
Démonstration. Lorsque g < 1, nous pouvons écrire

i e’ dz
271 \z|:g (1 — Z)Zn'i_l.

P,(v) =

Puisque, par ailleurs,

11 Z— 0 (2~ o)
1—2_1—Q+(1—Q)2+(1—Z)(1—Q)2 (2] < 1),

nous obtenons

o 1 ™ (z — 0)*dz
(3.5) Falv) = =g T amia = o 7{4 o (T=2)znF1 7

Or, le module de 'intégrale du membre de droite de (3.5) peut étre majoré par

2—n ™ n 2—n 00 n
4 V| L0012 e o —n? g2 ve
3.6 gueos —1*dv P €« —————
(3.6) 1—Q/e e "9 < 1-o /ooe <<n!(1—@)v7
d’apreés la formule de Stirling. La formule (3.2) s’ensuit en regroupant les estimations (3.5) et (3.6).
Afin d’¢tablir la formule (3.3), posons y := (n — v)/y/n, z :== (n — v)//v. Lorsque n < 3v,
Pestimation souhaitée résulte directement de (3.2) puisque l'on alors
" v 1
P, —L—, ¢ —.
(V) < o < N (2) < NG
Dans le cas %v < n < 2v, nous avons y < z, d’ou
1 e 2 eV /A(n —v)?2  y2e v/ 1
D(2) —B(y) = [ e P dt<e VA —y) < < < —=
) -0 = 7= | C-n < <
Nous sommes donc en mesure d’appliquer |7, lemme 2.1| sous la forme
1 1
Puv) = @(y) + 0= ) = ®() + O(—=).
(v) = @(y) + 7 (2) + 7
Enfin, lorsque n > 2v, nous avons g > 2 et la formule (3.3) découle de (2.5) qui fournit
1
Pn(?}> = eU {1 + O(%)}’
alors que ®(z) = 1+ O(e~v/?).
Enfin, la formule (3.4) est une conséquence directe de (2.5) puisque, lorsque g > 1,
VI \/@e—vQ(e)
P,(v) =¢"— ,:e”{l—i—O( . O
n(v) 2 j! {1-obvv
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Pour n > 1, y > 3, posons

P (Y)

3.7 Y =21 R=R,(Y) = 22—~

Pour y > 3, k > 1, notons py,, :=sup(1,k/Y’) et introduisons
1

logy y + (log y)?@Wkn) \/logy y

ot la fonction @ est définie en (2.3). Rappelons enfin les définitions des fonctions H,,, Hg, en (1.4).
Nous obtenons en premier lieu une estimation uniforme de Aq(k,y).

R(k,y) = (k=219 2>3),

Théoréme 3.3. Nous avons, uniformément,

_ 1+ 0(%(k,y))

(33) Aol y) .

Ho(2R) Py(2logyy) (k> 1,y = 3).

ot R est définie en (3.7).
Démonstration. Le membre de gauche de (3.8) est le coefficient de 2* de la série
28(n)

> = —H(1—;>_1 (|2] < 2).

Pt(n)<y q<y

Une forme forte du théoréme des nombres premiers permet de réécrire cette somme sous la forme

Z z = fHQ(z)(logy)Z{l +O<L)}

Pt (n)<y IOg Yy

La formule de Cauchy implique donc, avec la notation (1.4),

14+ 0(1/1o K () e*los2y
- LEOU o) e
i z1=2r (1 — 2/2)z
Afin d’alléger les notations, posons
k
(3.9) Yi=2logy (y=23), o=y (=3keN),
et effectuons le changement de variables s = %z. Nous obtenons
1+0(1/logy) 7{ 3 (25) eV
Aalk,y) = —F—F7— ———ds.
a(k,y) F(2mi)  Jiyp (1L —s)sHH
Remarquons alors que, pour k € N,
1 esY Y7
— ———ds = — = P(Y).
271 |s|=R (1 - S)Sk+1 Ogj;k .7!

1 (s — R)eY

2751 fiyn (L= st 4 = P () R0 =0
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de sorte qu’en posant

L[ eV (s— RYels)
2mi sl=r (1 —s)sktl

1
©o(s) == /0 (1-t)HE (R+t(s—R)dt (|s| <3), FE(k,y):= ds,

nous obtenons

(3.10) o) = TREDAGIEERI 4 o))

Traitons le terme d’erreur E(k,y) comme dans [1, th. 1].
Supposons dans un premier temps que k < Y —+/Y. En particulier, o < 1 —1//Y. D’aprés (3.2),
nous avons

P (Y) Yk 0 1
(3'11) R= b (1Y) —1*W:Q+O(m>:Q+O<W>.
Posons P2
() = ~ _)f(z) (Rz < 1)
de sorte que .
_ 1 ™ p*(s)
E(k7 y) - Tm %SZR W ds.

La fonction ¢ étant holomorphe sur D(0,3), elle est bornée sur le disque unité. Nous avons donc,
pour une constante convenable A,

@1 = 1R 21+ T lote < -2 (1+ L) can o) (al<o)

Y

oil la constante implicite est absolue. Puisque s +— e*¥ ¢*(s)/s*T! n’admet aucun pole dans le

domaine R < |z| < p, nous obtenons en vertu de |15, lemme 3.1],

Y¥(o— R)? < P(Y)

Ek,y) < - ok v

d’apres [15, (3.4)], (3.2) et (3.11). Ce terme d’erreur est pleinement acceptable au vu de (3.8) puisque
Wiy =1 et donc R(k,y) < 1/Y.
Supposons ensuite que k > Y + /Y, de sorte que p > 1+ 1 / VY. Nous déduisons alors de (3.4)
et de la formule de Stirling que
Yk Yk k=Y e—YQ(Q)
3.12 1-R= .
(3.12) MEY) S oz STy

Puisque R < 1 < g, nous pouvons appliquer le théoréme des résidus afin d’obtenir

esY *(g
(3.13) /s|—g S,:ip ds = E(k,y) —e¥ (1 — R)%p(1).

Remarquons que |p*(s)| < 1 lorsque |s| = p. Le module du membre de gauche de (3.13) peut donc
étre majoré par
el oY Y {1-Q(2)} P(Y)

oo
- VT gy« C_ « < :
o /_oo VY VY VY Y Qo)
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d’aprés (3.4). En regroupant les estimations (3.12) et (3.13), nous obtenons

P(Y)

oaw F2Y V)

(3.14) |E(k,y)| <

Il reste a étudier le cas |k — Y| < /Y. Puisque R < 1, nous avons |z — R| < |1 — 2| (|z| = R) de
sorte qu’avec la majoration triviale Py (Y) < e¥', nous pouvons écrire

RE—-1 Y

RY () P.(Y) eY (R-1-glog R)
(3.15) \E(k,y)| < e/ 9] e R gy « De)e .
o0
La majoration (3.12) étant encore valable lorsque |k — Y| < v/Y, nous obtenons
(316) eY(R—l—QIOgR) <<eY(R—1)(1—g) << 1

En effet, lorsque ¢ < 1, c’est immédiat puisque R < 1. Enfin, lorsque ¢ > 1, nous avons

_1)e-YQ(0) 1
(e—1e <L

Ni% Y

Nous déduisons alors le résultat annoncé des estimations (3.10), (3.14), (3.15) et (3.16). O

(R-1D(1 -0 <

Le Théoréme 3.3 fournit une estimation uniforme de la quantité Aq(k,y) en les variables y et k.
A P’aide des estimations des sommes partielles de la série exponentielle obtenues au Lemme 3.2,
nous pouvons déduire de (3.8) des estimations effectives de Aq(k,y) dans des domaines restreints
de valeurs de k. C’est 'objet des trois énoncés suivants.

Corollaire 3.4. Soit A > 1. Nous avons, uniformément pour 1 < k < 2logyy — Ay/logy y,

@ it =) B+ 0 )

Démonstration. Conservons les notations (3.9). En injectant l'estimation (3.2) dans (3.8), nous
obtenons, pour les valeurs de k considérées,

35 (2R) (logy y)* k
(3.18) Aa(k,y) = 9(1_@/; {1+0(7A210g2y)}.

Or, l'estimation (3.2) fournit également

619 m= T sy Oley)) e o)}

Puisque 3 (2) = (1—2/2)H(z) (Rz < 2), le résultat annoncé s’ensuit en regroupant les estimations

(3.18) et (3.19) O
Rappelons que b = F(2).

Corollaire 3.5. Nous avons, uniformément pour 0 < & < %, (2+¢)logyy < k < (logy)/log2,

log )2 Vk
(320 ralk,9) = f)(2gky){1 o <€(log y)2Q0+e/2) log, y) } >3
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Démonstration. Les paramétres Y et g étant définis par (3.9), nous avons ¢ > 1+ %z—:. En substituant
(3.4) dans (3.8), nous obtenons

HE(2R) &Y { < NG )}
a(k,y)=—2""—21+4+0 .
alk9) 2 e(log y)?2R01+e/2) | /log, y

Une nouvelle application de (3.4) permet d’écrire

P (Y e~ Q)Y
R— k’;() —14+0 <\/E> '
Pi(Y) VY{o—-1}
L’estimation (3.20) résulte des deux formules précédentes. O
Le Théoréme 3.3 permet de préciser le comportement de Aq(k,y) dans le domaine critique des
valeurs de k, soit k ~ 2log, y. Posons, pour k € N, y > 3,
A = FT 2 1), A, = A2logyy)
= = s = (0] .
k NG ky k g€2Y

Corollaire 3.6. Nous avons, uniformément pour y > 3, k > 2,

_ b(logy)? 1+ [Agyl
(3.21) Nalk,y) = 2o {@(Ak,y) v o<\/@ )}

Démonstration. Conservons les notations (3.9). En utilisant (3.3) afin d’estimer Py (Y) dans (3.8),
nous obtenons

* eY
(3.22) Aa(hy) = LEOOUE: ;’Z)}%@R) {q)(A’“(Y)) " O(x/l?) }

Nous avons k =Y + Ak,y\/? . Soit K une constante positive assez grande. Lorsque Ay, < —K,
nous avons g < 1. Dans ce cas, la formule (3.2) fournit

k 1
R==4¢14+0(— ),
ol
de sorte que

(3.23) 3¢5 (2R) :%g(z}’i{Ho(\/l?)}) :h+o<|A\’“/g>>.

En regroupant (3.22) et (3.23), nous obtenons bien (3.21).
Lorsque |Ag,| < K ou |[Ay,| > K, les formules (3.3) et (3.4) respectivement fournissent

(28) =h+0( ).

et la formule (3.21) est alors obtenue en reportant la derniére estimation dans (3.22). Cela compléte
la démonstration. O
Remarque. Bien que valide uniformément en y et k, cette estimation n’est pertinente que pour des
valeurs de k vérifiant |k — 2logy y| = o(logs y).

Enoncons enfin une estimation de la quantité A, (k,y) dans un domaine restreint de valeurs de k.
Posons

Ty (teR,y=>3).

~ logyy
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Théoréme 3.7 [15, th. 3.4]. Soient 0 < a < b. Sous les conditions y > 3, k € N, a < vy, < b,
nous avons uniformément

Rappelons la définition de £, en (1.6), celle de J.(x,p) en (2.11), et remarquons que, pour
O<e< %, nous avons

Ke(Bp) 1 Ke(Bp) + O(e) 1+ O(ez)
25: S Thp S Bp log2’ 2(}71 - Bp) S Tekp S m

((z,p) € De, k € Te(x,p)).

Rappelons encore la définition de hg en (3.1), celle de M, (z,p) en (2.11) et posons, pour k > 1,
3<p<Ku,

k—1
ho(rz kp)x(loguy)* = Ay (K, p) M (z,p) = r Z su(k,p).

2 v(k,p) = ,
(3.25) sv(k,p) (k—1)!logx : plog x

keTe (x,p)

Proposition 3.8. Soit 0 < e < % Nous avons ’estimation

(3.26) M, (2,p) = M@, p){1 +O(e)} ((w,p) € D.).

Démonstration. Notons d’emblée que, d’aprés (2.12), nous pouvons supposer que tout entier n = apb

compté dans M (z,p) vérifie v(a) < (logy x)/log2, de sorte que ap? < pllos22)/108242 4 pour
assez grand. Remarquons alors que, pour z > 3, k € N,

log(x/ap) " . k-1 _
logp pil 0}, log{log(z/ap)/log p}

(3.27) reko{l+ 0} (a< ).

p

Puisque nous avons ’encadrement

ke(Bp) + O(eg) 1+ 0(ey)
2(])1 — B,) S Toky S B,)log2’

nous pouvons appliquer le Théoréme 3.1 avec

a:%w(s—%/a(l—e))’ b 2

~ elog?2’

puisque € > 0 est fixé. Nous obtenons

z N _ ho({k — 1}/{logy(z/ap) — log, p})x(logy(z/ap) —logy p)* " 1
(I)V’k<7’p) == : ap(k—l)!2log(:(:/ap)2 ) {1+O<logup>}'

Les estimations (3.27) permettent alors de simplifier 'expression précédente sous la forme

(3.28) Dy (C;lp’p) - hO(ZZ(kI;:p)—xgl)o!%oqupa):l {1 + O(loglup> }

Le résultat annoncé est alors obtenu en reportant (3.28) dans la définition (2.11) de M, (z,p). O
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Concernant la quantité complémentaire M, - (z, p) définie en (2.10), nous avons v(a) = v(b) —1 =
k —1 et, en posant, pour k > 1,3 < p < x,

Mipwp) = Mioalop) = 30 D ®uk(0)

k€Je(z,p) a<z/p

P*(a)<p

(329) v(a)=k—1
ho (T3 1 =N (k-1
(k) o= Dk O8 ) MEZLP) ey LS ),
(k—1)!logx plog
k€T (,p)

'estimation (3.8) reste valable sous la forme
(3.30) My (x,p) = My5(z,p){1 + O(e2)}  ((2,p) € D).

Les Corollaires 3.4 et 3.5 mettent en évidence un changement de phase pour \q(k,p) au passage
par la valeur critique k£ ~ 2log, p. Cependant, nous verrons que la somme M, **(x p) est dominée par

des valeurs du rapport k/logy p proches de /(1 — 8,)/5, pour les grandes valeurs de p et proches
de (1—p)/28, pour les faibles valeurs de p. En particulier, lorsque 3, ~ 1 , Ious avons k ~ 2 log, p.

En conséquence nous scindons I’étude du comportement de M **(a; D) selon que 9, = B — 5 est ou
non proche de 0. Le paragraphe 4 correspond au second cas, le paragraphe 5 au premier.

4 Etude de M,(z,p) et de Mq(z,p) hors de la zone critique

4.1 Préparation technique

Dans toute la suite, fixons 0 < & < % Considérons les intervalles

Kapsi = [%ﬁa(ﬁp) logy z — 1, (2 — |4]) logy p,

4.1
4 Ko po2 = [(2+10]) logy P, 1555 l0gy ]

(B<p<a,vE <3 <),

et définissons,

hO(Ta:,k,p)iHV (tk,p) (10g2 p)k(log up)k_l
Kk —1)! !
)kfl

s1(k,p) =s,1(k,p) =
(4.2) B<p<a, k>1),
b ho(re kp) (log p)? (log u,,

sa(k.p) := 2 (k — 1)

Posons encore, pour 3 < p < z, j € {1,2},

wy 1 =1/ (loguy)logyp, wpy = tloguy, wpy; = lwy, 51,

. _{ (1_519)/519 sig=1,
Ywp 0 = (

o ;= .
P “ 1—8p)/28, sij=2,

et remarquons d’emblée que, pour € < B, < 1—¢, nous avons w,, ; < logy x < logy p (j =1,2). Nous
utiliserons implicitement ces estimations dans la suite.
Rappelons que la fonction polygamma d’ordre m € N, notée (™) est définie par

dm+1 loe T
wm@y:(Qﬁf” (z € C~(—N)).



Lois locales pour le facteur premier médian 15

Notons 1 := 1(?) la fonction digamma, 0i; le symbole de Kronecker et posons

b= b o (log 2)wy, jeu
5= bepd = T,

B<p<zj=12).
Notons que 0 < b; < %logQ (j =1,2). Pour 3 <p <z, /e, <|d| <1, considérons les intervalles
_ _ [l
Jo1 =TJ051 =Jaazps1 = [5re(Bp)logax — 1 —wp1, (2 — |6]) logy p — wpa],

Jo2 =052 = Joups2 = [(24[6]) 1ogap — w2, o l0ga & — wp o],

Jo =TJuap = [%/@g(ﬂp) logox — 1 —wp, @ log,  — wp71],

et posons, pour j € {1,2},

wy jlogwy, ;i  [wp jlogwy ;
Pa = [_\/ % p]v\/ ", m]’ €06 =I5 P
g j

Po=Pa1, Eui=IuNP,.

Afin d’estimer la somme intérieure de M

" (w, p) définie en (3.25), nous étendons aux valeurs réelles
de k la quantité s;(k,p) (j = 1,2) définie en (4.2). Définissions ainsi, en rappelant la définition de

ho(z) en (3.1),

Ho(vep) €7 br (wh 1)
s1(t,p) =5, 1(t,p) := ’ b,
1(t:p) = 55,1(t,p) T(1+ ra.1,)(log up)tT(t)2
(4.3) B<p<x, t>0).
he " (logp)?(wy ) !

(1 + 7y p)L(2)

s5(t,p) =
Remarquons que la quantité log 5}5 (t,p) est dominée par le terme

2tlog(wy, 1 /t) + 2t + O(logt) sij=1,
tlog(wyo/t) +t+ O(logt) sij=2.

Cela laisse augurer que le maximum est atteint lorsque ¢ est proche de w; o donc de wy, ;. Ces consi-

dérations ménent a leur tour & supputer que la somme intérieure de (3.?5) restreinte & l'intervalle
Jq,j (respectivement J,,) est dominée par un intervalle de valeurs de k centré en wy, j (respectivement
en wp1). Définissons alors, pour j € {1,2}, /&, < |0] < 1, sgn(d) = (—1)7+L,

sj(wp,j +h,p 51(p; wp1 +
(44) ZQ,ﬁ,j(xap) = Z %, Zw(xvp) = Z i(wp)) (3
he€lgs,; 7 p.js P hels 1tp.1,P

N

p <)

Rappelons enfin la définition de 6, en (1.6). Le résultat suivant fournit une estimation des quantités
Zy(x,p).

Lemme 4.1. Soit j € {1,2}. Sous les conditions \/e; < |6, < 1, sgn(d,) = (=1)7*, nous avons
les estimations

(45)  Zag,s(@.p) = /(0 + o)mwp {1+ 0)}, Zulw,p) = yFwpi{l +O0(en)} (2> 3),
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Démonstration. Définissons
Hy;(t) :=logs}(t,p) B3<p<a, t>0,j=1,2).

Notre premier objectif consiste & expliciter un développement de Taylor pour H, ;(t) autour du
point ¢ = wy,, ;. Posons,

Z(l_z siv=w (Rz>-1),

q(g—1+2)
oy(z) == z .
27—1—/@' siv=0Q (Rz<2).

q(q — 2)
Evaluons alors les dérivées logarithmiques des fonctions de ¢ apparaissant au membre de droite
de (4.3).

Tout d’abord, un calcul standard permet d’obtenir
d — dm

(4.6) = log , (tr) = {00 (vep) =7} log M, (v ) < €7 (m >2).

dt Wp,1 dem
Par ailleurs, pour m € N*,

d™ I+ )

4.7 —— logT’ z =
( ) dt Og ( + r 775,17) (log up)m

L e

En outre, la formule du produit de Weierstrass pour I'(t) permet d’écrire
1
(m) _ m+1 - .
(4.8) P (z) = (-1) |k§>0 CrEe (m>0,z€C~(—N)).

Enfin, une application de la formule d’Euler-Maclaurin & I'ordre 0 implique

(49) w(t)ZIOgt—%JrO(t%), w’(t)— ! 2t2+0( )
V'(t) = —t% + O(%S), zp’”(t) < %3

Par dérivation, nous déduisons des estimations (4.6) & (4.9) que, pour 3 < p < «z,

1461, +0
(4.10) H) j(wpj) < €20 Hp j(wp;) = — IZU : (Ez), HY(wyg) < €2, H (wp;) < €.
D,J

Nous commengons par traiter le cas v = ). Un développement de Taylor a ’ordre 4 fournit, pour
h € TQJ NZ,

h2
Hp j(wpj + h) = Hp j(wp5) + H g (wpj)h = {ITJ}“’M + éHil)”J (ij)h3 + O(h252 + hie 3)

dont nous déduisons ’estimation

(4'11) 53'(1%——1_}%19): Hy (wp,j)h— h2/{1+623}wiﬂj+6 g (Wp.j)h {1_|_O(h4 3)} (heiPQJ),
5j(wp,jap)
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puisque h%e2 < he?, pour h € P j- L'estimation (4.11) fournit par ailleurs
(4.12) sj(wp,; + h,p) = 5;‘(1”17,]‘ +h,p){1 + O(ez)}.

Les évaluations (4.11) et (4.12) permettent donc d’écrire

(4.13) M — o} i (wp )h=h? {14855} wp j+ G H} (wp 5)h? {1-1-0(835 h45336)} (h € Pa,).

5;(wp,j,p)

Désignons respectivement par Zg;) (z,p) et Zg(fj)(a:, p) les contributions & Zg 5, j(x,p) des intervalles
Pajet Eag,

Par sommation sur h € Pg j, nous obtenons l'estimation

ng];)(x’p) — Z eth/{lth;Qj}wp,j{l_i_H/ (wp])h+ éHZ/)//]( pj)h3 _’_O(Ex_i_hﬁgi)}’
hE(PQ’]'

ol nous avons utilisé les estimations (4.10) sous la forme H), ;(wy, ;) H,; (wp,j)h* < hted < e,+hel.
Puisque l'intervalle de sommation est symétrique, la contrlbutlon deb termes impairs est nulle. Il
vient donc

Z(P)(:U p) Z oM /{1+625}wy, {1 + O(Ex + hbe 4)}
hETQJ

La formule d’Euler-Maclaurin appliquée & 'ordre 0 fournit alors

1+ O(gy)

28w, p) = / o=/ U0H025 005 (1 L O(e, + 1922) ) dt + + O(en)
’ Pa j U)pJ'
{1+ 0g5}mwp {1+ O(ea)},
puisque
ot / 0 e I 0itena 4t <« bl ? < /.
Pa,j
Il reste a évaluer la contribution de lintervalle o ; = €qg, . D’apres la formule de Taylor-

Lagrange a l'ordre 2, il existe, pour tout h € £q ;, un nombre réel ¢ ; € J-(x,p) tel que
(4.14) Hy, j(wp,; + h) = Hp j(wp,;) + H (wp,J)h + H// (chj)h2 (3 Spsz helq; )

Puisque ¢ ; € J-(x,p), nous avons €;10g2 < 1/cp; < 2e,/ke(Bp). Les estimations (4.6) a (4.10)
fournissent alors

2+0() _ 2 +0(3) (heéay).

4.15 H, (wp ;) < ex, Hpyj(c <
( ) ( p]) x ( h,J) {1 _1_52],}%7], Wy,

En regroupant les estimations (4.14) et (4.15), il vient

Hy j(wpj +h) — Hp j(wp ;) < —=— +O0(1) (h€&qy),

Soit
s;(wp,; + h,p)
5;(wp,j,p)



18 Jonathan Rotgé

Une sommation sur h € €q ; fournit alors
(4.16) Z5) (x,p) < / e bt dt < /5.
B EQ’]

Ainsi la contribution de l'intervalle 89751”3- a ZQ s, (x,p) peut étre englobée dans le terme d’erreur
)

de ZS()P. (x,p). Cela compléete la démonstration dans le cas v = .

Lorsque v = w, puisque P, = Pq 1, nous avons directement ZL,(JP) = Z((zpl){l—i—O(Ex)}. Par ailleurs, la
majoration (4.16) reste clairement valable lorsque l'intégration s’effectue sur 'intervalle &€, puisque
Sw CR~ :PQJ. O
4.2 Estimations de M, (z,p) et de Mg(z,p) hors de la zone critique

Nous sommes désormais en mesure de démontrer le résultat principal de cette section. Rappelons
les définitions (1.5) et (1.6).

Théoréme 4.2. Soit 0 < e < % Sous la condition (x,p) € D¢, nous avons uniformément

{1+ O(ex)}ou(Bp)x
p(log z)' "2V (1) | /log, z

cx Ex .
14 0fe, 4 Vo 5, < — a3,
p(logxﬂl-%}/?{ * <€ +|<sp|<1ogp>6%/4>} WO S Ve

{1+ 0(ex/07) Yoo (Bp)x
p(log x)l_z\/ Bp(1—PBp) /10g2 T

My (z,p) =

(417) MQ(m'vp) =

si 0p = \/€x.

Démonstration. Afin d’alléger les notations, posons €} := ¢, + \/ax/\ép\(logp)ég/‘l. D’aprés les dé-
finitions de s, en (3.25), des fonctions s; en (4.2) et compte tenu des estimations (3.17), (3.20),
(3.24), nous avons

solk,p) = 59,1(1%17){1 + O(ax/éz)} sik € Keps,1s
: so(k, p){1+ O(c})} si k€ Ky ps, 2,

sw(k,p) = sw1(k,p){1+O(ex)} (k€ Te(x,p)).

*
N2

(4.18)

Commencgons par traiter le cas v = w. Rappelons la définition de M;}*(z, p) en (3.25). Les estimations

(3.26) et (4.18) fournissent

_ {1 + O(&c)}xsw,l(wp,l;p>Zw<$7p)
plogx

(4.19) M, (2,p) = M, (2, p){1 + O(e)} ((z,p) € D).

Par ailleurs, nous avons

r _ wl*’,l —1 _ 1+ O(gw)
Wp,1oP (1 —Bp)logy 04;;,1

(4.20) T+ 1y, p) = F(1 + ai) {1+ 0(e,)}.

p,1

D’aprés la définition de s7, 1 (¢, p) en (4.3) et les estimations (4.12) et (4.20), il vient

{1 O(Ex)}fw(a* 1)(w*1)2w;’1+1
4.21 = g* * _ 2 D, _
( ) 5,1 (Wp,1,p) = 5,1 (wy, 1, P){L + O(ez) } = F(w;l 1)21og




Lois locales pour le facteur premier médian 19

La formule de Stirling fournissant par ailleurs

(4.22) D(w)y +1)% = 2m(w) )™ »1 ™ e 2 p1 {1+ O(e,)},

nous déduisons de (4.21) et (4.22) que

* 2w;’1
(4.23) Sw,1(Wp,1,p) = 1 H O (o) e .

27 loguy,
En regroupant les estimations (4.19) et (4.23), nous obtenons finalement

{1+ 0(e)}fulay,) (log2)* V=) Z, (2, p)
B 27mp(log x) log u,

M, (x,p)

soit, d’aprés (3.26), et a I’aide de l'estimation de Z,(x,p) en (4.5),
{1+ 0(a) By fula )

2/ (1 — ) Ap(log o) VBP0 fiog,

Examinons désormais le cas v = 2. Notons d’emblée la relation triviale

1—vw
v

My, (z,p) = ((:L’,p) € DE).

(4.24) $—3v<1-2yv(l—v) <1—4v—2vlog 0<v<1),
avec double égalité si et seulement si v = %, qui nous sera utile dans la suite.

Rappelons la définition des intervalles Ky 55, (7 = 1,2) en (4.1) et notons M, (x) et M, () les
contributions respectives & la somme intérieure de Ms’g’;(a:, p) des intervalles K 5,1 et Je(x,p) N
K p,s,,1- Nous évaluons séparément chacune de ces contributions.

Dans le cas §,, > /¢, remarquons que w1 € Ky 5,1 de sorte que

_ {14+ 0(e2/82) y 0,1 (w1, p) Za (,p) .

(4.25) M (z) hu

p

Puisque Zq 1(z,p) = Z,(x,p){1 + O(ez)}, nous obtenons directement

{14 0(c0/82) YaBy* falasy)

(4.26) M; (z) = (6 > /7).
! 2/ (1 - By)¥ pllogx) VAR flogyw
Dans le cas 5p < —4/€z, NOUS avons
1
(4.27) 1= |22l )y > (2— [5,]) logy p.
wp71

En rappelant la définition de sq (¢, p) en (4.2), nous pouvons ainsi écrire

M, (z) =

z{1+ 0(51/512))} Z Ha(tgp)ke Vekr wﬁﬁ

12
p(log ) log u, b (@15 logy p L1+ 7y mp)k!

v\/logy Ha (th,p) (2wp1)*"

p(log ) log u, e (2k)!

(2—|6p]) logy p
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Or, d’apres (2.4) et (4.27), nous avons

K 92 2k 9 l 2wp,1
(2k)! 14 wp.14/10g wp 1
k<(2—|6p|) logy p 0<{1—+/(log wp,1)/wp,1}2wp 1 ’ ’
Nous déduisons ainsi des estimations (4.25) et (4.28), la majoration
(4.29) M, (z) < i (6, < —v/zx)-

p(logz)' =2V (=) (logy 2)3/2

Ce terme d’erreur est pleinement acceptable au vu de (4.24).
Evaluons maintenant la contribution M;“ (7). Dans le cas §, < —/€z, nous avons wy2 € Ky p s, 2
de sorte que, d’aprés (4.18),

(4.30) M;r(x) = x {{1 + O(é‘;)}ﬁg(wp,g,p)Zng(x,p) + Z SQ(k,p)}.

- plogzx
(2—16p|) logy p<k<(2+|dp|) logy p

Notons qu’avec la majoration triviale ®(v) < 1 (v € R), nous obtenons, d’aprés (3.21),

(4.31) sa(k,p) < (1055)2 (k € Je(2,p))-

Puisque, par ailleurs,

Wp,2

)

log w
(1 - gm) wp2 = (2 + [6p|) logy p,

nous déduisons de (2.4) et (4.31) que le deuxiéme terme du membre de droite de (4.30) peut étre
majoré par

(4.32) M Z wgg < &z .
. plogx P sy s k! p(log z){1=355}/2 log,
NS —4/ O 'Ll)p7 'UJP’ fLUp7

Par ailleurs, une nouvelle application de (4.12) fournit, au vu de la définition de s5(¢,p) en (4.3),

- {1+0(5)} he 2 (logp)* (w 5) 72
(4.33) s2(wp.2,p) = 55 (wp2,p) {1+ O(ez)} = @ T wt) 2 ‘

En regroupant les estimations (4.30), (4.32) et (4.33), la formule de Stirling fournit

_ {1+0()} b gve*'7/2(logp)2 eWp.2 {1l +0(e)}

4.34 M = < —Vea).
( 3 ) D (.%') ﬁplogz 3p(10g$){1_3ﬁp}/2 (517 \/;)

Dans le cas d, > |/g;, remarquons que wp2 < (2 — J,)log, p. Une nouvelle application de (4.31)
fournit donc

k—1

(4.35) M (z) <

> e =172k (log p)* (w2)
plog z Pl +rgrp)(k—1)!

(2—0p) logy p<k< logy ©

1
log 2
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Posons &, := 26,(2 — 6,)/(1 — Bp) > 1 (0p = /2z) de sorte que {wy2 = (2 — 8,) logy p. L'inéga-
lité (2.5) implique alors

ef’yrz,k,p (wpa)k*l ew:ﬂyQ{l*Q(gp)} 1

(4.36) E - < < — '
— — —dp)Bp{lo —1
k> @ a0, p L L T Takp) (B =D& = 1)y/wp2 5 (log ) 20 rllos o1}
Posons
20{2 — 6p}

g(v) = =2y/v(1 —v) — (4 —0p)v + (2 — p)vlog ————— T

Un développement de Taylor a I'ordre 2 fournit une constante a > 0 telle que g(% +6,) = ad,+0(52).
En regroupant les estimations (4.35) et (4.36), nous obtenons donc la majoration

(0<v<1).

T e—a5p(log2 z)/2 (5 )
= \/€x)-
5pp(log .75)172\/ Bp(1=Bp) P

Ce terme d’erreur est également satisfaisant.
Il reste a étudier la somme complémentaire M, (z,p) définie en (2.10). Rappelons les définitions
de st (k,p), M (x,p) et M% (z,p) en (3.29). Puisque,

)\V(k — 17p)su(k7p)

(4.37) M (z) <

st (k,p) = ,
(k.) A (K, p)
nous obtenons, d’aprés (3.30),
2ME 1 z 0y <
(4.38) Mg (2, p) = { iy *O(E ) SV
V(= Bp)/BpMg (2, p){1 + Olex)} i dp > /Eu
De méme, M . = /(1= Bp)/BpM ,(z,p){1 + O(ez)} ((z,p) € D¢). Le résultat annoncé
s’ensuit en Vertu des estnnatlons (2.12), ( 26), (4.26), (4.29), (4.34), (4.37) et (4.38). O

5 Etude de Mq(x,p) dans la zone critique

5.1 Préparation technique

Dans la suite, posons, pour p > 3,
wy, = 2logy p, wy = |wy],
et considérons les intervalles
51) J=1Tpp = [3re(Bp) lc‘)gQ z—1—wp, @ logy @ — wp],
P = — c(4logy )3, c(4log, p)2/3], & :=I\P,

ol ¢ est une constante absolue assez grande.
Définissons enfin

sa(wp + h,p)
A = _ <p<zx),
(z,p) hEEj s (wy.p) B<p< )

et, pour K > 0,
Kal? t\ b2
Ik (a,b ::/ <I><)et_t “dt (a>0,beR).
k(a,b) s T\ Ve ( )

L’évaluation de Z(x, p) nécessite une estimation précise de J (a, b) sous certaines conditions portant
sur a et b.
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Lemme 5.1. Soient a,b, K trois nombres réels tels que a > 0, |b| < %Ka_l/?’. Nous avons

(5.2) 3ic(a,b) = V2mac™/? ‘I’(%&) {1+ 0(e 08y,

ot la constante implicite est absolue.

Démonstration. Par définition de ® nous avons

ab2/2  pKa?/3 t/\a
Ir(a,b) = e\/ﬂ s {/ e # /2 (t/Va=bVa)* /2 dz} dt.

A D’aide du changement de variables u = z—t/y/a puis d’une interversion d’intégrales, nous obtenons

eab2/2 O Ka2/3
arc(a,b) = { [ ey dt} du

(5 3) \% 27r —0o0 —K(l2/3
. \/&e“b2/2 0 2 1/6 2
- o~ (bva+u)?/4 {1 i O<ef<2Ka /6+{by/a—u})?/4 ) } du.
2 —00
Remarquons tout d’abord qu’en posant v = {b\/a + u}/v/2, nous avons
0 by/a/2
(5.4) / e~ (Vatw?/4 gy — \/Q/ e V2 dy = 2\/77<I>(b\\;§).

Par ailleurs, la majoration

0
/ o~ (ubVa)? /A (u42Kal /O —by/a)2 /4 g, / o (utbV@)?2/a—(ut2Kal/Sby/a)?/a g,
(55) —0o0 R
< e—(Ka1/6—bﬁ)2/2 < e—K2a1/3/8
permet de déduire la formule (5.2) des estimations (5.3), (5.4) et (5.5). O

Posons

1-5,
43,

By = log (3<p< ).
Rappelons la définition de §, en (1.6).

Lemme 5.2. Nous avons uniformément

|6y

Ex

(5:6) Z(x,p) = 4v/mlog, pllog ) ®(8; gy p) {1+0(16, 1+ 2-) } - (3<p <o, 15,] < <),

Démonstration. Rappelons la définition de sq(k,p) en (3.25) et de sa(k,p) en (4.2). D’aprés Pesti-
mation (3.21), nous avons, pour k > 2,

s i hh0<7'x,k,p)@(Ak,p)(IOgP)z(log Up)kil 1+ ’Ak,p‘
R e ™))

- @(Ak,p>52<k,p>{1 * 0(%%) }
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Rappelons les définitions des intervalles J et P en (5.1). En remarquant que

|Awp+h,p
v/logy x

nous obtenons, d’aprés (4.13), I'estimation

K hey (held),

(I)(Aw +h P) (& ;vQ(wP)h+liz/7l,2(wP)h2/2
p P
( wpvp)

sa(wp +h,p) 3.2
) {1+0(\/e5 + hey + hel) }

(he®).

Or, nous avons d’une part
(I)(Awp+h,p) _ 2¢)( h )7
q)(Awp:P)

—1+0O(e, m -
H;I)/,Q(wp) = ujp(), Hé’g)(wp) < Ex 1 (m > 3)

Désignons encore par Z&) (z,p) et Z (E) (z,p) les contributions a Z(z, p) des intervalles P et €. Nous
pouvons ainsi écrire

h * 2
Z(P)(%P) =2 q’<>eﬁphh 12w f1 4+ 0 €x + heg + h3€i )
S (1+oWE )

La formule d’Euler-Maclaurin appliquée & 'ordre 0 fournit alors

Z(P)(:L“,p)ZQ/

P

P <t>eﬁét—t2/2wp{1 + O(VeEr + ten + t%i)} dt + O(1).

Vp

Remarquons également que nous avons 8, < %C(wp)_l/ 3. En effet, d’aprés la définition de B, en
(1.6), nous obtenons
Ex

26,

B 1/3 §
Se(w) ™ = de(o=) " 2 el > 8,

Nous pouvons ainsi appliquer (5.2) et obtenir

ZP)(z,p) =4 moggp(logp)ﬁp2q)(ﬁp\/@){1+0<|5p|+ |0p| )}

Ex

puisque, d’une part,

t * X
g / td ()eﬂvt_t2/2w7’ dt < |6p|v/10g ]9(10g;]9)51J2<I>(B;\/log2 p),
P

N

et d’autre part

t * 6 3 *
g2 / t3<I>< )eﬁzﬂfﬁ/?wﬁ dt <« |:’\/10g2 p(logp)ﬁp2¢(ﬁ;\/log2 p).
P T

VT
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Il reste a évaluer la contribution Z(#)(x, p) de lintervalle & a Z(z,p). D’aprés la formule de
Taylor-Lagrange a l'ordre 2, il existe, pour tout h € €, un nombre réel ¢, € J-(x,p) tel que

(5.8) Hpa(wp + h) = Hpa(wp) + H;/a,z(wp)h + %Hg,z(ch)hQ B<p<z, hed).

Puisque ¢;, € J:(x,p), nous avons e,log2 < 1/¢p, < 2e,/k:(Bp). Posons b = by, := 28,log 2. Les
estimations (4.6) & (4.10) fournissent alors, pour h € €,

N 1+ O(ey b
(5.9) Hyolu) = 55+ 0, Hi(en) =~k < - 2 o(e2),
p

En regroupant les estimations (5.8) et (5.9), il vient

bh?
Hya(wy + ) — Hya(wy) < b= 3 +0(1) (h€e),
p

soit L
solw, + n, wp
af p D) < &P bh? /2w, (h € &).
SQ(wpup)
Une sommation sur h € € fournit alors

ZE) (2, p) < /@(t) ot /2wp gy

& Ny/Wp
. /21
< /logy pelloe2n)F*/b {<I> (ﬁ” ﬂong — cv/2{41og, p}1/6> }
25\2 1/3 25\2 (10g2p)1/3
< vieon{[(2) - (e - 2]
< 10g2p.

Ainsi la contribution de lintervalle € a Z(x,p) peut étre englobée dans le terme d’erreur de
Z(P)(x,p). Cela compléte la démonstration. O

Nous sommes désormais en mesure d’évaluer la quantité Mq(z, p) définie en (2.1) pour des valeurs
de f3, situées dans un intervalle centré autour de la valeur critique % Rappelons la définition de 6,
en (1.6).

5.2 Estimation de Mq(x,p) dans la zone critique

Théoréme 5.3. Nous avons uniformément

|5p,3>} cx®(B5+/1ogy p) (¢ >3, 16, < )
=z 9 |Up] X .

Ex p(log x)l—ﬁp{4+2ﬁ;+/3;2} “

(5.10)  Mg(z,p) = {1 +o(\/sj+

Démonstration. Commengons par noter les estimations

_ 26p{1 +O(ex)}

r =

=1 40(8),  T(L+ru,) =T3) +0(6)).

Rappelons la définition de sq(k,p) en (4.2). D’aprés (5.7), nous avons

1+0 2+ |0p e /2 (log p)? wy wp—1
saltyp) = BB ) 53, {1+ 0(vEr)) = L OWE DIy o lonr) )

he™7/2(log p)?(wy) " (1 - ﬁp)w;
2/l (wy + 1) 45,

= {1+ O0(Ve: +16])}
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Posons Ey := /2, + 6,3 /e (3 < p < x). A l'aide de Pestimation (5.6), nous obtenons

V2 e 2(log p)* 5 (wp) " 12 % @ (85 /logy p)
[(wyy +1)

sa(wp, p)Z(z,p) = {1 + O(Ez)}

Par la formule de Stirling, il suit
_ he_’Y/Z 4+25*+IB*2 *
sa(wp, p)Z(x,p) = Vo O(E;) ¢ (log p) 25 & (851 /1ogy p)

Enfin, en rappelant les définitions (3.25) et (4.4), nous obtenons, d’aprés (3.26),

{14+ O(ex)}asa(wp, p)Z(w,p) _ {1+ O(E:)} cx®(55/(logy x)/5)
plogz - 3p(log :U)lfﬁp{4+25;+ﬁf}

(5.11) Mg (x,p) =

Il reste a étudier la somme complémentaire M, (z,p) définie en (2.10). Rappelons les définitions

(3.29). Nous avons encore
)\u(k - 1ap)31/(kap)

s, (k,p) = ,

(k:2) A (k, p)

de sorte que

(5.12) M pl,p) = 23, (2, p){1 + O(VEm)}-

La formule (5.10) se déduit alors de (2.12), (5.11) et (5.12). O

Le résultat suivant précise le comportement de M, (x, p) pour des valeurs de (3, vérifiant |9,| < \/e5.
Rappelons les définitions de g et ¥ en (1.8).

1/3

Corollaire 5.4. Sous la condition |6,| < €/”, nous avons uniformément

{1+ O(yEz +10, fea)} caW (V1255 /4/Ez)

(log (L')'YQ (Bp)

(5.13) Maq(z,p) =
Démonstration. Considérons les fonctions
1- 1—wv\2
1 ! —i—%(log 1 v) }—{1—2\/1)(1—11)} 0<v<1l1),
v v
1—v\2 1
+(log . ) }—5{1—31;} 0<wv<1).
v
Deux développements de Taylor consécutifs & I'ordre 4 au point v = % fournissent les estimations

Fro)=-32w-1)"+0({v-§}") (<),
= e ol 1Y) <)

Frv):=1 —v{4+210g

1—
F~(v):=1 —v{4+210g

dont nous déduisons

(log ) =P U25 055/} — (log ) 2VAI=) (1 4 O(I5, P [2)} (18] < e/?),

(5.14) Lo
(log 2) '~ I+25540%) = (log o)1 =3%H2(1 4+ O(16, P f22)} (16] < £3/?).
Puisque
By =—26,+0(5),
la formule (5.13) annoncée est alors une conséquence immeédiate des estimations (5.14) appliquées
a la formule (5.10). 0

Les formules obtenues aux Théorémes 4.2 et 5.3 nous permettent d’établir le résultat principal de
cet article.
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6 Preuve du Théoréme 1.1

Les estimations obtenues aux Théorémes 4.2 et 5.3 sont complémentaires et compatibles a la
frontiére de leurs domaines de validité. En effet, d’aprés la deuxiéme estimation (4.17), nous avons,

lorsque /e; < dp < 5;;/3,

{1+ 0(ea/8) ya{/1/5 + 0 + /45 = by} fa(2 — 256,/4 + O(5;))
C 2Um(1/5+ 8,)YA(4/5 — 5,3/ 4p(log 2) VBB | flog,
{14+ 0(ex/62) }3we™/2 Hq (2 — 256,/4)V/10
8YAT(3/2)p(logx) VAR flog,

Mq(x,p)
(6.1)

9

puisque 0, < €5/ (512,. Rappelons par ailleurs la définition de 3§, (2) en (1.4), de sorte que

_ 835(2—250,/4) _ {1+ 0(5,)}8b
B 256, B 256, '

(6.2) Ha(2 - )

En regroupant les estimations (6.1) et (6.2), nous obtenons

_ {1+0(e2/02) }2V2¢a
5v/5mp(log )1 =2V 1=80)5 | flog, z

(6.3) Mgq(z,p)

Par ailleurs, en remarquant que

14 O(e;/62) Ylogp —B;%/2 14 0(e,/62)Y2v/2
|B5]1/2m logy p 5v/5m(log x) %% /25,, flogy x
1/3

la formule (5.10) fournit, pour VEr <0p <7,

{1+0(a/5% + 83 /ea)}2/2¢a
5v/5mp(log x) '~ Fr{d+265; +ﬁ;2/2}5p\ /logy

La premiére formule (5.14) permet alors de retrouver lestimation (6.3) avec terme d’erreur lége-

MQ(CU,]?) =

rement moins précis sur le domaine 25 < dp < ex/3. En particulier, les formules (4.17) et (5.10)
coincident pour 6, = 53/ .

Enfin, dans le domaine —c%/® < dp < —/2z, la formule (4.17) coincide avec la formule (5.10) avec
un terme d’erreur plus précis dés lors que \/g; = o(|dp|).

Cela compléte la démonstration. O
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